
ISSN 2686-9667. Вестник российских университетов. Математика

Том 27, № 139 2022

c© Богатов А.В., Гилев А.В., Пулькина Л.С., 2022
DOI 10.20310/2686-9667-2022-27-139-214-230
УДК 517.95

Задача с нелокальным условием для уравнения четвертого
порядка с кратными характеристиками

Андрей Владимирович БОГАТОВ, Антон Владимирович ГИЛЕВ,
Людмила Степановна ПУЛЬКИНА

ФГАОУ ВО «Самарский национальный исследовательский университет
имени академика С.П. Королева»

443086, Российская Федерация, г. Самара, ул. Московское шоссе, 34

Аннотация. В статье рассмотрена нелокальная задача с интегральным условием для
уравнения четвертого порядка. Доказана ее однозначная разрешимость. Доказательство
единственности решения базируется на выведенных в работе априорных оценках. Для до-
казательства существования решения задача сведена к двум задачам Гурса для уравнений
второго порядка и доказана эквивалентность поставленной задачи и полученной системы
задач Гурса. Одна из задач системы является классической задачей Гурса. Вторая задача
представляет собой характеристическую задачу для интегро-дифференциального уравне-
ния с нелокальным интегральным условием на одной из характеристик. К исследованию
этой задачи невозможно применить известные методы обоснования разрешимости задач
с условиями на характеристиках. Введение новой неизвестной функции позволило свести
вторую задачу к уравнению с вполне непрерывным оператором, убедиться на основании
теоремы единственности в его разрешимости и, в силу доказанной эквивалентности задач,
в разрешимости поставленной задачи.
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Abstract. In this article, we consider a non-local problem with an integral condition for
a fourth-order equation. The unique solvability of the problem is proved. The proof of the
uniqueness of a solution is based on the a priori estimates derived in the paper. To prove
the existence of a solution, the problem is reduced to two Goursat problems for second-order
equations, and the equivalence of the stated problem and the resulting system of Goursat
problems is proved. One of the problems of the system is the classical Goursat problem. The
second problem is a characteristic problem for an integro-differential equation with a non-local
integral condition on one of the characteristics. It is impossible to apply the well-known methods
of substantiating the solvability of problems with conditions on characteristics to the study of
this problem. The introduction of a new unknown function made it possible to reduce the second
problem to an equation with a completely continuous operator, to verify, on the basis of the
uniqueness theorem, that it is solvable and, by virtue of the proven equivalence of the problems,
that the problem posed is solvable.
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Введение

В основе математических моделей многих процессов и явлений лежит уравнение чет-
вертого порядка

utt − (aux)x − (buxtt)x + cu = f(x, t),

которое можно интерпретировать как обобщение уравнения Буссинеска–Лява [1]. В част-
ности, это уравнение описывает продольные колебания стержня с учетом инерции попе-
речных смещений элементов стержня [2]. Для этого уравнения рассматривались начально-
краевые задачи [3, 4], обратные задачи [5, 6], а также нелокальные задачи [7–10] (статьи,
посвященные смежным вопросам, см. в списках литературы цитируемых работ). В пред-
лагаемой работе исследуется задача, одно из условий которой является нелокальным, что
весьма затрудняет применение известных классических методов исследования разреши-
мости поставленной задачи. В настоящее время задачи с нелокальными условиями для
уравнений с частными производными продолжают привлекать внимание исследователей.
Интерес к этому классу задач обоснован необходимостью построения математических мо-
делей, отвечающих потребностям современного естествознания [11]. Вскоре после выхода
статей [12,13], положивших начало систематическим исследованиям нелокальных задач с
интегральными условиями, появился ряд работ, в которых в том или ином качестве при-
сутствуют нелокальные интегральные условия: либо вместо граничных [14,15,17], либо в
качестве условий переопределения в обратных задачах [18–20].

В большинстве упомянутых выше работ изучены задачи для уравнений второго поряд-
ка. Предложенный в данной работе метод позволил доказать существование единствен-
ного решения задачи для уравнения четвертого порядка. Доказательство единственности
решения базируется на полученных в работе априорных оценках. Для обоснования су-
ществования решения используется не совсем обычный прием, который подсказан самим
уравнением: учитывая естественное условие b(x, t) 6= 0, рассматриваемое уравнение мож-
но трактовать как уравнение с доминирующей производной четвертого порядка [21–23].

1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение

utt − (aux)x − (buxtt)x + cu = f(x, t), (1.1)

в области QT = (0, l) × (0, T ) , предполагая, что коэффициенты уравнения и его правая
часть — достаточно гладкие функции, a(x, t) ≥ a0 > 0, b(x, t) ≥ b0 > 0 в Q̄T , и поставим
для него следующую задачу.

Задача 1. Найти в QT решение уравнения (1.1), удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), ux(0, t) = 0, (1.2)

u(l, t) +

l∫
0

K(x)u(x, t)dx = 0. (1.3)

Под решением задачи 1 будем понимать функцию u ∈ C2(Q̄T ), uxxtt ∈ C(QT ), удовлетво-
ряющую в области QT уравнению (1.1) и условиям (1.2), (1.3). Будем также предполагать
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выполненными условия согласования

ϕ(l) +

l∫
0

K(x)ϕ(x)dx = 0, ψ(l) +

l∫
0

K(x)ψ(x)dx = 0, ϕ′(0) = 0. (1.4)

2. Эквивалентная форма задачи 1

Условие (1.3) относится к нелокальным интегральным условиям второго рода. Извест-
но [24], что интегральные условия второго рода могут содержать в качестве внеинтеграль-
ного слагаемого как след самого искомого решения, так и его производную по направле-
нию нормали к боковой поверхности. Для исследования нелокальных задач с интеграль-
ным условием, содержащим производную, разработан эффективный метод, позволяющий
обосновать разрешимость задачи в пространстве Соболева [7,24]. При его реализации уда-
ется использовать многие стандартные приемы вывода априорных оценок, на которых в
основном базируется доказательство как единственности, так и существования решения.
Но этот метод неприменим, если внеинтегральное слагаемое не содержит производной
по нормали, и исследование задач с условием такого типа, к которому принадлежит и
(1.3), требует иного подхода. В [25] был предложен метод, который затем был развит в
работах [26,27]. Существенным ограничением при реализации этого метода является тре-
бование разрешимости интегрального уравнения, неизбежно порождаемого интегральным
условием. Снятию этого ограничения посвящены работы [26,27]. Заметим, что в частном
случае, в случае одной пространственной переменной, эту трудность можно легко обой-
ти с помощью приема, разработанного для уравнения второго порядка [24], позволяющего
перейти от условия вида (1.3) к условию, содержащему производную по направлению нор-
мали. Мы используем здесь этот прием для уравнения четвертого порядка (1.1), и суть его
заключается в утверждении леммы, которая сейчас будет сформулирована и доказана.

Лемма 2.1. Если u(x, t) — решение задачи 1, выполняются условия согласования
(1.4) и K(l) 6= 0, то условие (1.3) эквивалентно условию

K(l)
[
a(l, t)ux(l, t) + b(l, t)uxtt(l, t)

]
=
(
b(l, t)K ′(l)− 1

)
utt(l, t) + b(l, t)K ′(0)utt(0, t)−

l∫
0

[
(K ′a)x −Kc

]
udx

−
l∫

0

(K ′b)xuttdx+K ′(l)a(l, t)u(l, t)−K ′(0)a(0, t)u(0, t)−
l∫

0

Kfdx.

(2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u(x, t) — решение задачи 1. Дифференцируя (1.3)
по t и учитывая, что utt = (aux)x + (bxtt)x − cu+ f в силу (1.1), получим равенство

utt(l, t) +

l∫
0

K(x)utt(x, t)dx = utt(l, t) +

l∫
0

K(x)
[
(aux)x + (bxtt)x − cu+ f

]
dx,

интегрируя правую часть которого, получим (2.1).
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Пусть теперь u(x, t) удовлетворяет уравнению (1.1), условиям (1.2) и (2.1). Умножим
равенство (1.1) на K(x) и проинтегрируем по (0, l), получим

l∫
0

K(x)uttdx−
l∫

0

K(aux)xdx−
l∫

0

K(x)(buxtt)xdx+

l∫
0

Kcudx =

l∫
0

Kfdx.

Интегрируя по частям в правой части те слагаемые, которые содержат производные по
пространственной переменной под знаком интеграла, и учитывая условие (2.1), получим

utt(l, t) +

l∫
0

K(x)utt(x, t)dx = 0.

Представим это равенство следующим образом:

∂2

∂t2

[
u(l, t) +

l∫
0

K(x)u(x, t)dx
]

= 0.

В силу начальных условий u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) и условий согласования (1.4)

приходим к следующей задаче Коши относительно функции u(l, t) +
l∫
0

K(x)utt(x, t)dx :

d2

dt2

[
u(l, t) +

l∫
0

K(x)u(x, t)dx
]

= 0,

u(l, 0) +

l∫
0

K(x)u(x, 0)dx = 0, ut(l, 0) +

l∫
0

K(x)ut(x, 0)dx = 0.

Эта задача имеет единственное тривиальное решение u(l, t) +
l∫
0

K(x)u(x, t)dx = 0, а это и

означает, что выполняется условие (1.3).

Утверждение доказанной леммы дает возможность вместо задачи 1 с нелокальным
условием (1.3) изучать задачу с условием (2.1), которое содержит выражение a(l, t)ux(l, t)+

b(l, t)uxtt(l, t). Именно присутствие этого выражения в нелокальном условии позволит по-
лучить оценку, с помощью которой в следующем разделе будет доказана единственность
решения.

Задача 2. Найти в QT решение уравнения (1.1), удовлетворяющее условиям (1.2) и
(2.1).

3. Основные результаты

Введем следующие обозначения.

γ = 1− b(l, t)K ′(l), k0 =

∫ l

0

K2(x)dx,

H(x, t) = (K ′a)x − cK, H0 = max
[0,T ]

∫ l

0

H2(x, t)dx.
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Теорема 3.1. Пусть a, at, b, bt, c ∈ C(Q̄T ), K ∈ C2(0, l) ∩ C1[0, l]. Если справедливы
неравенства

γK(l) > 0, 1− 1

K(l)

∫ l

0

K2(x)dx > 0

и выполняется хотя бы одно из двух условий:

K(x) = const > 0, (3.1)
(K ′b)x = K(x), K ′(0) = 0, (3.2)

то существует не более одного решения задачи 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что существуют два различных решения,
u1(x, t) и u2(x, t), задачи 2. Пусть выполняется условие (3.1) теоремы 3.1: K(x) = k .
Тогда u = u1 − u2 удовлетворяет уравнению

utt − (aux)x − (buxtt)x + cu = 0 (3.3)

и однородным условиям

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, ux(0, t) = 0, (3.4)

a(l, t)ux(l, t) + b(l, t)uxtt(l, t) =

l∫
0

c(x, t)u(x, t)dx− 1

k
utt(l, t). (3.5)

Умножим (3.3) на ut(x, t) и проинтегрируем полученное равенство по прямоугольнику
Qτ = (0, l)× (0, τ), τ ∈ [0, T ]

τ∫
0

l∫
0

[
utt − (aux)x − (buxtt)x + cu

]
utdxdt = 0.

Интегрируя три первых слагаемых по частям, учитывая условия (3.4), получим

1

2

l∫
0

[
u2t (x, τ) + au2x(x, τ) + bu2xt(x, τ)

]
dx+

τ∫
0

l∫
0

cuutdxdt

=
1

2

τ∫
0

l∫
0

[
atu

2
x + btu

2
xt

]
dxdt+

τ∫
0

ut(l, t)
[
aux(l, t) + buxtt(l, t)

]
dt.

Используя условие (3.5), преобразуем последнее слагаемое правой части:

1

2

l∫
0

[
u2t (x, τ) + au2x(x, τ) + bu2xt(x, τ)

]
dx+

τ∫
0

l∫
0

cuutdxdt

=
1

2

τ∫
0

l∫
0

[
atu

2
x + btu

2
xt

]
dxdt− 1

k

τ∫
0

ut(l, t)utt(l, t)dxdt+

τ∫
0

ut(l, t)

l∫
0

cudxdt.

(3.6)
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Поскольку
τ∫
0

ut(l, t)utt(l, t)dt = 1
2
u2t (l, τ) и k > 0, из (3.6) следует неравенство

l∫
0

[
u2t (x, τ) + a(x, τ)u2x(x, τ) + b(x, τ)u2xt(x, τ)

]
dx+

1

k
u2t (l, τ)

≤ 2
∣∣∣ τ∫
0

l∫
0

cuutdxdt
∣∣∣+
∣∣∣ τ∫
0

l∫
0

[
atu

2
x + btu

2
xt

]
dxdt

∣∣∣+ 2
∣∣∣ τ∫
0

ut(l, t)

l∫
0

cudxdt
∣∣∣.

(3.7)

Для получения оценки правой части неравенства (3.7) используем неравенства Коши
и Коши–Буняковского. Условия теоремы 3.1 гарантируют существование положительных

чисел a1, b1, c0, c1 таких, что |at| ≤ a1, |bt| ≤ b1, |c| ≤ c0,
l∫
0

c2(x, t)dx ≤ c1. Таким образом,
имеем

2
∣∣∣ τ∫
0

l∫
0

cuutdxdt
∣∣∣ ≤ c0

τ∫
0

l∫
0

(u2 + u2t )dxdt;

2
∣∣∣ τ∫
0

u2t (l, t)

l∫
0

cudxdt
∣∣∣ ≤ τ∫

0

u2t (l, t)dt+ c1

τ∫
0

l∫
0

u2dxdt.

Теперь рассмотрим интеграл, содержащий след производной, и оценим его с помощью
следующего полученного в [24] неравенства

u2(l, t) ≤ 2l

l∫
0

u2x(x, t)dx+
2

l

l∫
0

u2(x, t)dx.

Имеем
τ∫

0

u2t (l, t)dt ≤ 2l

τ∫
0

l∫
0

u2xtdxdt+
2

l

τ∫
0

l∫
0

u2t (x, t)dxdt.

В результате этих преобразований и оценок неравенство (3.7) приобретает вид

l∫
0

[u2t (x, τ) + a(x, τ)u2x(x, τ) + b(x, τ)u2xt(x, τ)]dx+
1

k
u2t (l, τ)

≤
τ∫

0

l∫
0

(a1u
2
x + b1u

2
xt)dxdt+ c0

τ∫
0

l∫
0

[
u2 + u2t

]
dxdt (3.8)

+2l

τ∫
0

l∫
0

u2xtdxdt+
2

l

τ∫
0

l∫
0

u2tdxdt+ c1

τ∫
0

l∫
0

u2dxdt.

Из равенства u(x, τ) = u(x, 0) +
τ∫
0

ut(x, t)dt =
τ∫
0

ut(x, t)dt получаем

l∫
0

u2(x, τ)dx ≤ τ

τ∫
0

l∫
0

u2tdxdt. (3.9)
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Обозначим m = min{1, a0, b0}, M = max
{
c0+c1, c0+

2
l
+τ, a1, b1+2l

}
. В силу неравенств

(3.8), (3.9) имеем

m

l∫
0

[
u2(x, τ) + u2t (x, τ) + u2x(x, τ) + u2xt(x, τ)

]
dx+

1

k
u2t (l, τ)

≤M

τ∫
0

l∫
0

(
u2 + u2t + u2x + u2xt

)
dxdt.

Из полученного неравенства следует

m

l∫
0

[
u2(x, τ) + u2t (x, τ) + u2x(x, τ) + u2xt(x, τ)

]
dx ≤M

τ∫
0

l∫
0

(u2 + u2t + u2x + u2xt)dxdt,

откуда в силу леммы Гронуолла (см. [28]) имеем u(x, t) = 0 в Qτ . Так как τ ∈ [0, T ]

произвольно, u(x, t) = 0 всюду в QT .

Пусть теперь выполняется условие (3.2). Как и выше, предположим, что существует
два различных решения u1(x, t) и u2(x, t) задачи 2. Тогда условие (2.1) для u = u1− u2
имеет вид

a(l, t)ux(l, t) + b(l, t)uxtt(l, t)

=
K ′(l)

K(l)
a(l, t)u(l, t)− 1

K(l)

[
γutt(l, t) +

∫ l

0

H(x, t)u(x, t)dx+

∫ l

0

Kuttdx
]
.

Интегрирование равенства (3.3), умноженного на ut, приводит к соотношению∫ l

0

[u2t (x, τ) + a(x, τ)u2x(x, τ) + b(x, τ)u2xt(x, τ)]dx

+ 2

∫ τ

0

∫ l

0

cuutdxdt−
∫ τ

0

∫ l

0

atu
2
xdxdt−

∫ τ

0

∫ l

0

btu
2
xtdx+

2

K(l)

∫ τ

0

ut(l, t)
[
γutt(l, t) +

∫ l

0

Hudx+

∫ l

0

Kudx−K ′(l)a(l, t)u(l, t)
]
dt = 0.

(3.10)

Кроме вычислений, сделанных для случая (3.1), нам потребуются еще следующие.
Учитывая условия (1.3) и (3.2), имеем∫ τ

0

ut(l, t)

∫ l

0

Kuttdxdt =

∫ τ

0

∫ l

0

Kutdx

∫ l

0

Kuttdxdt.

Интегрирование по частям правой части этого равенства приводит к равенству∫ τ

0

ut(l, t)

∫ l

0

Kuttdxdt =
1

2

(∫ l

0

K(x)ut(x, τ)dx
)2
.
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С учетом проделанных преобразований и условий теоремы перепишем (3.10) следующим
образом∫ l

0

[
u2t (x, τ) + a(x, τ)u2x(x, τ) + b(x, τ)u2xt(x, τ)

]
dx+

γ

K(l)
u2t (l, τ)

=

∫ τ

0

∫ l

0

atu
2
xdxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

btu
2
xtdxdt−

2

K(l)

∫ τ

0

ut(l, t)

∫ l

0

Hudxdt

− 1

K(l)

(∫ l

0

Kut(x, τ)dx
)2

+
K ′(l)

K(l)

∫ τ

0

a(l, t)u(l, t)ut(l, t)dt− 2

∫ τ

0

∫ l

0

cuutdxdt.

Из этого равенства следует неравенство∫ l

0

[
u2t (x, τ) + a(x, τ)u2x(x, τ) + b(x, τ)u2xt(x, τ)

]
dx+

γ

K(l)
u2t (l, τ)

≤
∫ τ

0

∫ l

0

|at|u2xdxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

|bt|u2xtdxdt+
∣∣∣ 2

K(l)

∫ τ

0

ut(l, t)

∫ l

0

Hudxdt
∣∣∣

+
∣∣∣ 1

K(l)

∣∣∣( ∫ l

0

Kut(x, τ)dx
)2

+
∣∣∣K ′(l)
K(l)

∫ τ

0

a(l, t)u(l, t)ut(l, t)dt
∣∣∣+ 2

∣∣∣ ∫ τ

0

∫ l

0

cuutdxdt
∣∣∣.

В полученном неравенстве оценим слагаемые правой части, отсутствовавшие при ис-
следовании случая (3.1). Имеем

2
∣∣∣ ∫ τ

0

ut(l, t)

∫ l

0

Hudxdt
∣∣∣ ≤ ∫ τ

0

u2t (l, t)dt+

∫ τ

0

(∫ l

0

Hudx
)2
dt

≤ 2l

∫ τ

0

∫ l

0

u2xtdxdt+
2

l

∫ τ

0

∫ l

0

u2tdxdt+H0

∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt;(∫ l

0

Kutdx
)2
≤ k0

∫ l

0

u2t (x, τ)dx.

Так как по условию теоремы ν = 1 − k0
K(l)

> 0, то, используя найденные оценки и нера-
венство (3.9), получаем

m

∫ l

0

[u2(x, τ) + u2t (x, τ) + u2x(x, τ) + u2xt(x, τ)]dx ≤M

∫ τ

0

∫ l

0

[u2 + u2t + u2x + u2xt]dxdt,

где m = min{1, ν, a0, b0}, M = max
{
a1, b1, c0 + H0, c0 + τ + 2

lK(l)

}
. Из этого неравенства,

справедливого при любом τ ∈ [0, T ], в силу леммы Гронуолла следует u(x, t) = 0 в QT ,

а это означает, что не может существовать более одного решения задачи 2.

Теорема 3.2. Пусть f ∈ C(Q), ϕ ∈ C1([0, l]), ψ ∈ C([0, l]). Тогда при выполнении
условий теоремы 3.1 решение задачи 2 существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство существования решения начально-краевой
задачи 2 с нелокальным условием (2.1) проведем следующим образом.

1. Сведем начально-краевую задачу 1 для уравнения четвертого порядка к двум за-
дачам Гурса G1, G2 для уравнений второго порядка.

2. Покажем, что задача 2 эквивалентна совокупности двух задач G1 и G2 .
3. Докажем разрешимость задач G1 и G2.
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4. Убедимся в существовании решения задачи 2 и, в силу леммы 2.1, в существовании
решения задачи 1.

Приступим к реализации данного плана.
1. Так как по предположению коэффициент b(x, t) в Q̄T не обращается в нуль, то

уравнение (1.1) можно переписать в виде

uxxtt +
1

b

[
(aux)x − utt + bxuxtt − cu

]
= −1

b
f(x, t).

Не слишком ограничивая общность будем считать b = const. Тогда получим простой и
удобный для дальнейших исследований вид уравнения

uxxtt + (Aux)x + (But)t + Cu = F (x, t), (3.11)

где обозначено

A =
a(x, t)

b
, B = −1

b
, C = −c(x, t)

b
, F (x, t) = −f(x, t)

b
.

Уравнения вида (3.11) в последнее время стало принято называть уравнениями с до-
минирующей производной [21]. Запишем уравнение (3.11) следующим образом:

∂2

∂x∂t

[
uxt +

t∫
0

Auxdτ +

x∫
0

Butdξ +

t∫
0

x∫
0

Cudξdτ
]

= F (x, t). (3.12)

Введем новую неизвестную функцию v(x, t), положив

v(x, t) = uxt +

t∫
0

Auxdτ +

x∫
0

Butdξ +

t∫
0

x∫
0

Cudξdτ.

Тогда, если u(x, t) удовлетворяет уравнению (3.11), а следовательно, и уравнению (3.12), с
условиями ux(0, t) = 0, ut(x, 0) = ψ(x), то v(x, t) удовлетворяет уравнению vxt = F (x, t)

с условиями v(0, t) = 0, v(x, 0) = ψ(x) +
x∫
0

Bψ(ξ)dξ = Ψ(x).

Таким образом, мы пришли к двум следующим задачам Гурса.
Задача G1. Найти в QT решение уравнения

vxt = F (x, t),

удовлетворяющее условиям
v(0, t) = 0, v(x, 0) = Ψ(x).

Задача G2. Найти в QT решение уравнения

uxt +

t∫
0

Auxdτ +

x∫
0

Butdξ +

t∫
0

x∫
0

Cudξdτ = v(x, t), (3.13)

удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = ϕ(x), u(l, t) +

l∫
0

K(x)u(x, t)dx = 0. (3.14)
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2. Пусть v(x, t) удовлетворяет уравнению vxt = F (x, t) и условиям v(0, t) = 0, v(x, 0) =

ψ′(x) +
x∫
0

Bψ(ξ)dξ = Ψ(x), а u(x, t) — решение уравнения (3.13). Если u(x, t) удовле-

творяет условиям u(x, 0) = ϕ(x), u(l, t) +
l∫
0

K(x)u(x, t)dx = 0, то u(x, t) удовлетво-

ряет уравнению (3.11) и, стало быть, уравнению (1.1), в котором учтены предположе-
ния о коэффициентах, сделанные выше. Так как мы предположили выполнение условий

v(0, t) = 0, v(x, 0) = ψ′(x) +
x∫
0

Bψ(ξ)dξ, то, записав их в терминах u(x, t), получим

uxt(0, t) +

t∫
0

Aux(0, τ)dτ = 0,

uxt(x, 0) +

x∫
0

But(ξ, 0)dξ = ψ′(x) +

x∫
0

Bψ(ξ)dξ.

(3.15)

Интегрируя по t первое из этих соотношений, получим

ux(0, t)− ux(0, 0) +

t∫
0

τ∫
0

Aux(0, τ
′)dτ ′dτ = 0.

Изменив порядок интегрирования и учтя ux(0, 0) = ϕ′(0) = 0, получим равенство

ux(0, t) +

t∫
0

(t− τ)A(0, τ)ux(0, τ)dτ = 0,

рассматривая которое как интегральное уравнение Вольтерры с ограниченным ядром
(t − τ)A(0, τ) убеждаемся в том, что оно имеет единственное решение. Таким образом,
ux(0, t) = 0, т. е. выполняется условие задачи 2.

Интегрируя по x второе из соотношений (3.15), изменив так же, как и выше порядок
интегрирования и учитывая, что ut(0, 0) = ψ(0) = 0, получим уравнение

ut(x, 0) +

x∫
0

(x− ξ)But(ξ, 0)dξ = ψ(x) +

x∫
0

(x− ξ)Bψ(ξ)dξ. (3.16)

Уравнение (3.16) является уравнением Вольтерры с ограниченным ядром и поэтому имеет
единственное решение, очевидно, это функция ut(x, 0) = ψ(x).

Итак, все условия задачи 2 выполнены, и эквивалентность доказана.
3. Рассмотрим задачу G1. Общее решение уравнения vxt = F (x, t) имеет вид

v(x, t) = f(x) + g(t) +

t∫
0

x∫
0

F (ξ, τ)dξdτ,

где f(x), g(t) — любые дифференцируемые функции. Учитывая условия v(0, t) = 0,

v(x, 0) = Ψ(x), получим, что решение задачи G1 единственно и определяется формулой

v(x, t) = Ψ(x) +

t∫
0

x∫
0

F (ξ, τ)dξdτ.
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Рассмотрим задачу G2. Она представляет собой нагруженное уравнение с нелокаль-
ным условием. Вначале преобразуем уравнение (3.13), введя новую функцию

V (x, t) = uxt. (3.17)

Полагаем выполненными условия согласования

ϕ(l) +

∫ l

0

K(x)ϕ(x)dx = 0.

Интегрируя (3.17) по соответствующей переменной и учитывая условия (3.14), чтобы вы-
разить ut и ux через V, получим соотношения:

ux(x, t) =

∫ t

0

V (x, τ)dτ + ϕ′(x),

ut(x, t) +

∫ l

0

K(x)ut(x, t)dx = −
∫ l

x

V (ξ, t)dξ,

u(x, t) +

∫ l

0

K(x)u(x, t)dx = ϕ(x)− ϕ(l)−
∫ t

0

∫ l

x

V (ξ, τ)dξdτ.

В последнем интегральном уравнении ядро зависит лишь от одной переменной. Обозначим∫ l
0
K(x)u(x, t)dx = g(t). Если решение уравнения существует, то оно имеет вид

u(x, t) = ϕ(x)− ϕ(l)−
∫ t

0

∫ l

x

V (ξ, τ)dξdτ − g(t).

Найдем g(t) из равенств

g(t) =

∫ l

0

K(x)u(x, t)dx =

∫ l

0

K(x)
[
ϕ(x)− ϕ(l)−

∫ t

0

∫ l

x

V (ξ, τ)dξdτ − g(t)
]
dx.

Обозначим ∫ l

0

K(x)dx = k0, (1 + k0)
−1 = κ,

∫ x

0

K(ξ)dξ = K̃(x).

Если k0 6= −1, то

g(t) = κ

∫ l

0

K(x)[ϕ(x)− ϕ(l)−
∫ t

0

∫ l

x

V (ξ, τ)dξdτ ]dx.

Преобразовав последнее слагаемое, изменив порядок интегрирования и учтя условие со-
гласования, получим

u(x, t) = κ

∫ l

0

∫ t

0

K̃(x)V (x, τ)dτdx−
∫ l

x

∫ t

0

V (ξ, τ)dτdξ + ϕ(x). (3.18)

Непосредственной подстановкой нетрудно убедиться, что (3.18) действительно является
единственным решением исследуемого интегрального уравнения.
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Подставим функцию, найденную в виде (3.18), в уравнение (3.13) и получим

V (x, t) +

∫ t

0

A(x, τ)

∫ τ

0

V (x, τ ′)dτ ′dτ + κ

∫ x

0

B(ξ, t)

∫ l

0

K̃(ξ′)V (ξ′, t)dξ′dξ

−
∫ x

0

B(ξ, t)

∫ l

ξ

V (ξ′, t)dξ′dξ −
∫ t

0

∫ x

0

C(ξ, τ)

∫ l

ξ

∫ τ

0

V (ξ′, τ ′)dτ ′dξ′dξdτ

+κ

∫ t

0

∫ x

0

C(ξ, τ)

∫ l

0

∫ τ

0

K̃(ξ′)V (ξ′, τ ′)dτ ′dξ′dξdτ = ṽ(x, t),

(3.19)

где мы обозначили

ṽ(x, t) = v(x, t)−
∫ t

0

A(x, τ)ϕ′(x)dτ −
∫ t

0

∫ x

0

C(ξ, τ)ϕ(ξ)dξdτ.

Изменим во входящих в (3.19) интегралах порядок интегрирования и обозначим

Ã(x, t, τ) =

∫ t

τ

A(x, τ ′)dτ ′, B̃(ξ, x, t) = K̃(ξ)

∫ x

0

B(ξ, t)dξ, B1(x, t) =

∫ x

0

B(ξ, t)dξ,

C1(x, t, τ) =

∫ t

τ

∫ x

0

C(ξ, τ ′)dξdτ ′, C̃(x, ξ, t, τ) = K̃(ξ)C1(x, t, τ).

После сделанных преобразований уравнение (3.19) принимает вид

V (x, t) +

∫ t

0

Ã(x, t, τ)V (x, τ)dτ + κ

∫ x

0

B̃(x, ξ, t)V (ξ, t)dξ

−
∫ x

0

B1(ξ, t)V (ξ, t)dξ −
∫ l

x

B1(x, t)V (ξ, t)dξ + κ

∫ t

0

∫ l

0

C̃(x, ξ, t, τ)V (ξ, τ)dξdτ

−
∫ t

0

∫ x

0

C1(ξ, t, τ)V (ξ, τ)dξdτ −
∫ t

0

∫ l

x

C1(x, t, τ)V (ξ, τ)dξdτ

= ṽ(x, t) + ϕ(l)

∫ t

0

∫ x

0

C(ξ, τ)dξdτ + κ

∫ t

0

∫ l

x

C(ξ, τ)

∫ l

0

K(ξ′)ϕ(ξ′)dξ′dξdτ.

Введем еще следующие обозначения

B̃2(ξ, t) = κB̃(ξ, t)−B1(ξ, t), C̃2(x, ξ, t, τ) = κC̃(x, ξ, t, τ)− C̃1(x, ξ, t, τ),

C̃1(x, ξ, t, τ) =
{
C1(ξ, t, τ), ξ ≤ x, C1(x, t, τ), x ≤ ξ

}
,

v̄(x, t) = ṽ(x, t) + ϕ(l)

∫ t

0

∫ x

0

C(ξ, τ)dξdτ + κ

∫ t

0

∫ l

x

C(ξ, τ)

∫ l

0

K(ξ′)ϕ(ξ′)dξ′dξdτ,

используя которые, представим уравнение (3.19) в виде

V (x, t) +

∫ t

0

Ã(x, t, τ)V (x, τ)dτ +

∫ x

0

B̃2(ξ, t)V (ξ, t)dξ

−
∫ l

x

B1(x, t)V (ξ, t)dξ +

∫ t

0

∫ l

0

C̃2(x, ξ, t, τ)V (ξ, τ)dξdτ = v̄(x, t).

(3.20)

Рассмотрим оператор

T V =

∫ t

0

Ã(x, t, τ)V (x, τ)dτ +

∫ x

0

B̃2(ξ, t)V (ξ, t)dξ

−
∫ l

x

B1(x, t)V (ξ, t)dξ +

∫ t

0

∫ l

0

C̃2(x, ξ, t, τ)V (ξ, τ)dξdτ
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и представим уравнение (3.20) в операторной форме

V + T V = v̄. (3.21)

Это уравнение разрешимо, так как оператор T , действующий из C(Ω̄) в C(Ω̄), является
вполне непрерывным (это легко проверить, учитывая условия на коэффициенты исходного
уравнения и представления коэффициентов в (3.20)).

Так как однородная задача, соответствующая задаче 1, сводится описанным выше
способом к однородному операторному уравнению (3.21), то из теоремы 3.1 следует, что
однородное операторное уравнение имеет только тривиальные решения. Отсюда и следует
разрешимость уравнения (3.19).

Итак, существует единственное решение уравнения (3.19). Так как V (x, t) = uxt, то
после преобразований с учетом введенных обозначений придем к уравнению (3.13) отно-
сительно функции u(x, t). Следовательно, если V (x, t) — решение (3.19), то u(x, t) —
решение (3.13). Покажем, что выполняются и условия (3.14). Для этого используем полу-
ченные выше соотношения между V (x, t) и u . Положив в (3.18) t = 0, получим

u(x, 0) = ϕ(x)− ϕ(l)− κ
∫ l

0

K(x)ϕ(x)dx+ κk0ϕ(l).

Из этого соотношения, так как κ = 1
1+k0

= 1− k0
1+k0

, в силу условий согласования следует

u(x, 0) = ϕ(x)− κϕ(l)− κ
∫ l

0

K(x)ϕ(x) = ϕ(x).

Положив теперь в том же равенстве (3.18) x = l, получим

u(l, t) = κ

∫ l

0

∫ t

0

K̃(x)V (x, τ)dxdτ + ϕ(l).

Заменим V (x, t) на uxt(x, t), учтем обозначение K̃(x) =
∫ x
0
K(ξ)dξ и дважды проинте-

грируем. Получим

u(l, t) = k0κu(l, t)− k0κu(l, 0)− κ
∫ l

0

K(x)u(x, t)dx+ κ

∫ l

0

K(x)u(x, 0)dx+ ϕ(l).

Так как справедливы равенства

1− k0κ = κ, u(l, 0) = ϕ(l)

и выполняются условия согласования

ϕ(l) +

∫ l

0

K(x)ϕ(x)dx = 0,

то

κu(l, t) + κ

∫ l

0

K(x)u(x, t)dx = 0,

откуда сразу следует выполнение нелокального условия (1.3).
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